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Rezime 
U ovom ~lanku razmatra se kvantitativna veza izme|u dvije makro-
ekonomske kategorije: inflacije i nezaposlenosti. Druga~ije kazano, 
predmet istra`ivawa je makroekonomski model, koji u sebi sadr`i dvije 
varijable (inflacija i nezaposlenost). U ekonomskoj literaturi veza 
izme|u navedenih varijabli poznata je kao Filipsov model. Zato je osnov 
navedene kvantifikacije, upravo, taj model s odre|enim pro{irewima. 
U radu su postupno izvedena rje{ewa zapisanih modela. 
Kqu~ne rije~i: makroekonomski model, inflacija, nezaposlenost, 
diferencijalna jedna~ina 
Uvod 
Uspje{nost moderne ekonomije neke dr`ave podrazumijeva, pored 
ostalog, efikasno rje{avawe problema inflacije i nezaposlenosti. 
Kako i porast inflacije i porast nezaposlenosti ukazuju na negativan 
trend u razvoju neke ekonomije, prirodno je o~ekivati da postoji 
me|usobna povezanost ove dvije ekonomske kategorije. Posmatraju}i 
promjene rasta najamnina u zavisnosti od nezaposlenosti u Ujediwenom 
Kraqevstvu za period od 1861. do 1957., Filips (A. W. Phillips) je 1958. 
godine tu zavisnost iskazao u funkcionalnom obliku: 
 (1)   )(Ufw = ).0)(( <′ Uf
Pri tome je: 
W
Ww

=  stopa rasta najamnine W ,  izvod najamnine 
 po vremenu (grani~na funkcija najamnine), U  stopa nezaposlenosti. 
Ta formula pokazuje da se sa pove}awem stope nezaposlenosti smawuje 
stopa rasta najamnine, jer je izvod funkcije  negativan. Ona se odnosi 
W
W
f
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samo na tr`i{te rada i nazvana je prvobitna Filipsova veza. 
Vremenom se Filipsova veza promijenila u formulaciji. Umjesto stope 
rasta najamnine  uzima se stopa rasta nivoa cijene (stopa inflacije) w
,
P
Pp

=  gdje P  ozna~ava funkciju rasta nivoa cijene, a P  wen izvod po 
vremenu, odnosno grani~nu funkciju funkcije  .  P
Prethodna promjena mo`e se objasniti ~iwenicom da se cijena 
naj~e{}e odre|uje na osnovu prosje~nih tro{kova, koji su u sastavu 
najamnina. Tako pozitivno  koje iskazuje rast najamnina redovno 
dovodi do negativnih inflatornih posqedica. To zna~i da je stopa 
inflacije 
w
p , kao i , funkcija zavisna od U . Ozna~imo porast 
produktivnosti rada sa 
w
T . Neka je ta funkcija egzogena. Inflacija 
postoji u onoj mjeri u kojoj najamnina raste br`e od produktivnosti. 
(vidjeti ). Za stopu inflacije [ ]1 p  tada mo`emo pisati 
 (2) Twp −= . 
Uz pretpostavku da je funkcija  linearna, odnosno ( )Ufw =
( 0, ; )βαβα Uw −= , dobijamo tzv. prilago|enu Filipsovu vezu 
 (3) .UTp βα −−=  
Pro{irena Filipsova veza 
U situacijama kada inflatorni efekat traje dovoqno dugo, mogu se 
formirati odre|ena inflatorna o~ekivawa, koja se nakon toga 
ukqu~uju u potra`wu prema najamninama. Prema Fridmanovoj ideji, 
tada je  
 (4) ),10()( ≤≤+= hhUfw π  
gdje je π  o~ekivana stopa inflacije. 
Kako je  nenegativan broj,  je rastu}a funkcija u odnosu na h w π . 
Uz pretpostavku o linearnosti , formula (3) prelazi u  w
 (5) ).10( ≤<+−−= hhUTp πβα  
Pretpostavimo da promjenqiva π  zadovoqava hipotezu 
prilagodqivih o~ekivawa, odnosno va`i 
 (6) ).10()( ≤<−= jpj
dt
d
π
π
 
Data formula opisuje na~in promjene π  u zavisnosti od vremena . 
Ako je stvarna stopa inflacije ve}a od o~ekivane stope 
t
,π  o~ekivana je 
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preniska, pa je treba korigovati navi{e. Jasno, tada je .0>dt
dπ
 
Obrnuta situacija nastaje za π<f , odnosno 0<−πp . 
Izdvojimo li formule (5) i (6), mo`emo smatrati da smo dobili 
potpun model od dvije jedna~ine sa tri promjenqive. U takvom modelu 
mo`emo dvije promjenqive, npr. p  i π  posmatrati kao endogene, a 
tre}u  kao egzogenu. Iz jedna~ine (5) se vidi da U  uti~e na U p  preko 
ponude radne snage. Obrnuto, stopa inflacije uti~e na op{tu 
potro{wu i {tedwu gra|ana, {to se odra`ava na uvo|ewe ili smawewe 
tra`we doma}ih preduze}a, a ta tra`wa djeluje na stopu nezaposlenosti.  
Vremenske putawe pU ,,π  
Posmatrajmo sada model iz oblasti vo|ewa monetarne politike. Neka 
M  ozna~ava ravnote`nu nominalnu nov~anu masu i 
M
Mm

=  wenu stopu 
rasta. 
Stavimo da je 
 (7) ( )pmk
dt
dU
−−=  ( )0>k , 
gdje izraz ( )pm −  prikazuje stopu rasta realnog novca. 
U slu~aju da je 0<− pm , odnosno stopa inflacije ve}a od stope 
rasta nominalne nov~ane mase, va`i 0>
dt
dU
, pa stopa nezaposlenosti 
 raste. Jedna~inama (5) i (6) dodajemo jedna~inu (7). Imamo U
 (8) 
( ) ( )
( ) (⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
>−−=
≤<−=
≤<+−−=
.0
10
)10(
kpmk
dt
dU
jpj
dt
d
hhUTp
π
π
πβα
)
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{to predstavqa zatvoreni model od tri promjenqive 
)(),( ttpp ππ ==  i . Kako je promjenqiva )(tUU = p  sadr`ana u 
izrazu 
dt
dU
, model daje povratne veze od inflacije ka nezaposlenosti. 
Ako u (8) iz prve jedna~ine uvrstimo p  u tre}u, dobijamo 
 (9) πβα khUkkTkkm
dt
dU
+−−+−= . 
Diferencirawe ove jedna~ine daje  
dt
dkh
dt
dUk
dt
Ud πβ +−=2
2
, 
odnosno  
( )πβ −+−= pkhj
dt
dUk
dt
Ud
2
2
. 
Koriste}i prvu od jedna~ina (8), eliminisa}emo promjenqivu p . 
Tako dobijamo  
 (10) ( ) ( πβαβ 12
2
−+−−+−= hkhjUTkhj
dt
dUk
dt
Ud ) . 
Iz (9) je 
.
UkkTkkm
dt
dUkh βαπ ++−+= , {to uvr{tavawem u (10), daje  
 (11) ( )( ) ( )( )mhTjkUjk
dt
dUhjk
dt
Ud 112
2
−+−=+−++ αββ . 
Dobili smo nehomogenu diferencijalnu jedna~inu drugog reda sa 
konstantnim koeficijentima po nepoznatoj funkciji . 
Stavimo li 
( )tUU =
ββ jkajjhka =+−= 21 ,  i ( )( )mhTjkd 1−+−= α ,  
(11) prelazi u  
 (12) dUa
dt
dUa
dt
Ud
=++ 212
2
. 
Partikularno rje{ewe te jedna~ine je  
2a
dU p = , 
odnosno  
( )
β
α mhTU p
1−+−
= . 
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Odavde se vidi da ravnote`na vrijednost stope nezaposlenosti zavisi 
od porasta produktivnosti rada i stope rasta nominalne nov~ane mase. 
Sli~nim postupkom, eliminacijom funkcija  i  iz 
(8), dobijamo diferencijalnu jedna~inu u odnosu na funkciju 
( )tpp = ( )tUU =
( )tππ = . 
 (13) ( )( ) kmjkj
dt
dhjk
dt
d βπβπβπ =+−++ 12
2
 
(vidjeti ). Partikularno rje{ewe te jedna~ine je [ ]1
mp =π , 
koje pokazuje da ravnote`na vrijednost o~ekivane stope inflacije 
zavisi iskqu~ivo od stope rasta nominalne nov~ane mase. 
Elimini{imo sada u modelu (8) funkcije  i ( )tUU = ( )tππ = . 
Diferencirawem prve jedna~ine imamo 
dt
dh
dt
dU
dt
dp πβ +−= . 
Odavde zamjenom 
dt
dπ
 iz druge i tre}e
dt
dU
 jedna~ine dobijamo 
( ) ( ,πβ −+−= phjpmk
dt
dp )  
odnosno 
 (14) ( ) πββ hjkmpkhj
dt
dp
−+−= . 
Iz prve jedna~ine je 
.UTph βαπ ++−=  
Uvr{tavawe u (14) daje 
( ) ( ,UTpjkmpkhj
dt
dp βαββ ++−−+−= )  
odnosno 
( ) .jTjkmUjpjkhj
dt
dp
−++−−−= αβββ  
Drugim diferencirawem dobijamo 
( )
dt
dUj
dt
dpjkhj
dt
pd ββ −−−=2
2
. 
Prema tre}oj jedna~ini (8) je  
( )( ) ( )pmjk
dt
dpjhk
dt
pd
−+−+−= ββ 12
2
, 
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ili 
 (15) ( )( ) .12
2
jkmjkp
dt
dpjhk
dt
pd βββ =+−++  
Odavde je partikularno rje{ewe 
mp p = , 
odnosno ravnote`na vrijednost stope inflacije jednaka je stopi 
rasta nominalne nov~ane mase. 
Primijetimo da se jedna~ina (15) mo`e dobiti iz (13) tako da se 
funkcija ( )tππ =  zamijeni sa , odnosno stopa rasta o~ekivane 
inflacije zamijeni stopom (stvarne) inflacije. Op{te rje{ewe takve 
diferencijalne jedna~ine drugog reda je familija krivih data sa 
M=M .  
( )tpp =
( )21 ,, CCt
U slu~aju kada jedna~ine (13) i (15) imaju zajedni~ko partikularno 
rje{ewe, odnosno kada je ( ) ( )tpt =π , ostvaruje se hipoteza “savr{enog 
predvi|awa”. Takvu mogu}nost analizira}emo ne{to kasnije.  
Neka je ( ) 11 ajhk =−+β , 2ajk =β  i 3ajkm =β . Tada jedna~ina (15) 
ima oblik 
 (16) 3212
2
apa
dt
dpa
dt
pd
=++ . 
Karakteristi~na jedna~ina jedna~ine (16), data sa 
 (17) , 021
2
=++ arar
ima dva rje{ewa ( )22112,1 421 aaar −±−= . 
Primijetimo da su koeficijenti  i  pozitivni. Ako je 
 rje{ewa  i  su negativna jer je 
1a 2a
,04 2
2
1 >−= aaD 1r 2r <− 1
2
1 4aa  
1
2
1 aa = . 
Za  je 0=D 0
2
1
21 <−==
arr , 
a za  0<D ( ) ( ) 0
2
1
21 <−==
arRrR ee . Prema tome, op{te rje{ewe 
jedna~ine (16) ( ) ( ) ( ) ( )tptptptp pph →+= , kad →t , 
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jer op{te rje{ewe pripadne homogene jedna~ine  te`i nuli. 
Naime, u zavisnosti od toga da li je 
( )tph
0,0 => DD  ili  imamo, 
redom,  
0<D
( )
( ) trtrh
trtr
h
teCeCtp
eCeCtp
21
21
21
21
+=
+=
 
ili  za ( ) ( )tCtCetp th δδγ sincos 21 += δγ ir ±=2/1 . 
Jasno je da svaka eksponencijalna funkcija oblika mtet −→  za 0>m  
te`i nuli, kad ∞→t . Za me|uvremensku ravnote`nu stopu inflacije 
ka`emo da ima dinami~ku stabilnost u modelu (8).  
Zadr`imo se sada na hipotezi “savr{enog predvi|awa” koja nastaje za 
π=p . U tom slu~aju iz druge jedna~ine modela (8) je  
0=
dt
dπ
, 
{to povla~i C=π . Dakle, tada je stopa o~ekivane inflacije 
konstantna. 
Iz prve i tre}e jedna~ine modela (8) dobijamo 
 (18) ( ) UTph βα −−=−1  
i 
 (19) ( )pmk
dt
dU
−−= . 
Diferencirawem (18) imamo 
( )
dt
dU
dt
dph β−=−1 , 
a zatim primjenom (19) dobijamo 
( ) ( ),1 pmk
dt
dph −=− β  
odnosno 
 (20) ( )1
11
≠
−
=
−
+ h
h
kmp
h
k
dt
dp ββ
. 
Dobili smo linearnu diferencijalnu jedna~inu prvog reda sa 
konstantnim koeficijentom uz funkciju , ~ije je partikularno 
rje{ewe 
( )tpp =
mp p =  
isto kao i jedna~ine (15). Op{te rje{ewe jedna~ine (20) dato je sa  
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mKep
t
h
k
+= −
−
1
β
. 
Ako iz (18) u jedna~inu (19) uvrstimo ,p  dobijamo 
( )1
1
≠⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−−
−−= h
h
UTmk
dt
dU βα
, 
odnosno 
( )
h
hmTkU
h
k
dt
dU
−
−−−
=
−
+
1
1
1
αβ
. 
Odavde je 
( )
β
α mhTU p
1−+−
= . 
Dakle, isto kao za jedna~inu (12). 
Primjer 1. Date su jedna~ine modela  
 (21) ( )
( )⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−−=
−=
+−=
pm
dt
dU
p
dt
d
Up
3
1
3
2
4
9
2
π
π
π
. 
Odrediti vremenske putawe ( ) ( )ttp π,  i . ( )tU
Rje{ewe. 
Iz modela (8) jednostavno dobijamo 
3
2,1,4 === jhβ  i 
3
1
=k . 
Odavde je prema (15) 
( )
9
8,
3
41 21 ===−+= kjahjka ββ  i mmkja 9
8
3 == β . 
Partikularno rje{ewe jedna~ine je  
m
a
a
p p ==
2
3 . 
O~igledno je ,  04 2
2
1 <− aa
pa su rje{ewa karakteristi~ne jedna~ine 
0
9
8
3
42
=++ rr , 
odnosno 08129 2 =++ rr , 
konjugovano kompleksna ir
3
2
3
2
2
1 ±−= , 
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Dakle, op{te rje{ewe je 
 (22) ( ) mtCtCetp t +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+=
−
3
2sin
3
2cos 213
2
. 
Vidimo da stvarna stopa inflacije ima vremensku putawu koja 
osciluje i konvergira ravnote`noj vrijednosti  kad m ∞→t . Kako 
jeddna~ina (13) ima istu karakteristi~nu jedna~inu i isto 
partikularno rje{ewe, va`i 
 (23) ( ) mtCtCet t +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+=
−
3
2sin
3
2cos 433
2
π . 
Prona|imo vezu izme|u konstanti  i . 
Diferencirawem (23) imamo 
21 , CC 43 , CC
 (24) ( ) ( ) ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+−−=
−
tCCtCCe
dt
d t
3
2sin
3
2cos
3
2
4334
3
2
π
. 
Uvr{tavawem 
dt
dπ
 iz (24) i  iz (22) u drugu od jedna~ina modela 
(21) dobijamo  
( )tp
( ) ( )
,
3
2sin
3
2cos
3
2
3
2sin
3
2cos
3
2
21
3
2
4334
3
2
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+
=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+−−
−
−
πmtCtCe
tCCtCCe
t
t
 
gdje je ( )tππ = . 
Odavde je  
 (25) ( ) =tπ ( ) ( ) mtCCCtCCCe t +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+++−+
−
3
2sin
3
2cos 4324313
2
. 
Kako izrazi u (25) moraju biti jednaki za svako t , daqe je 
3431 CCCC =−+  i 4432 CCCC =++ . 
Dakle,  i 41 CC = 32 CC −= . 
U jedna~ini (12) partikularno rje{ewe koje predstavqa ravnote`nu 
vrijednost stope nezaposlenosti, dato je sa  
( )
β
α mhTU p
1−+−
= . 
Uvr{tavawem vrijednosti parametara iz (21) dobijamo 
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( )
4
11
9
2 m
U p
−+
= , 
odnosno 
18
1
=pU . 
Prema tome op{te rje{ewe jedna~ine (12) dato je sa  
( )
18
1
3
2sin
3
2cos 653
2
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+=
−
tCtCetU
t
. 
Ponovo imamo vremensku putawu sa prigu{enim oscilacijama, ali 
 konvergira broju ( )tUU =
18
1
 nezavisno od stope rasta nominalne 
nov~ane mase i ravnote`ne vrijednosti stope inflacije. Ta konstantna 
ravnote`na vrijednost U  se odnosi na prirodnu stopu nezaposlenosti. 
Saglasnost prirodne stope nezaposlenosti sa bilo kojom ravnote`nom 
stopom inflacije mo`e se prikazati u koordinatnom sistemu  
pravom koja je paralelna
pUO
−p osi (vidjeti ). Primjenom programskog 
paketa Mathematica  dobijamo pribli`an prikaz op{teg rje{ewa 
jedna~ine (12) (sl.1.). 
[ ]1
[ ]( 3 )
 
Sl. 1. 
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Pomenuta prava paralelna −p osi (normalna na −U osu) koja 
povezuje ravnote`ne vrijednosti U  i p  naziva se dugoro~na fiktivna 
kriva. Napomiwemo da ta kriva u op{tem slu~aju nije normalna na 
−U osu.  
U navedenom primjeru wen polo`aj je odre|en specijalnim vrijedno-
stima parametara. 
Zakqu~ak  
Problem inflacije i nezaposlenosti ~esto su tema ekonomista, a u 
posledwe vrijeme i ekonomista kvantitativaca. 
Ekonomska teorija odavno je razjasnila kako stopa inflacije uti~e 
na stopu nezaposlenosti i obrnuto. Kvantitativna analiza 
me|uzavisnosti tih kategorija postaje informativno potpunija kada se 
u razmatrawe uvede tre}a promjenqiva - o~ekivana stopa inflacije. Te 
tri promjenqive ukomponovane u tri relacije ~ine makro ekonomski 
model, ~ija rje{ewa daju wihova ravnote`na stawa. 
Pokazano je da se veze izme|u tih veli~ina svode na diferencijalne 
jedna~ine prvog, odnosno drugog reda sa konstantnim koeficijentima. 
Rje{ewa odgovaraju}ih jedna~ina daju dokaze slijede}ih tvrdwi: 
1. da je ravnote`na stopa nezaposlenosti odre|ena porastom 
produktivnosti rada i stopom rasta nominalne nov~ane mase; 
2. da je ravnote`na vrijednost o~ekivane stope inflacije funkcija 
rasta nominalne nov~ane mase i 
3. da je stopa inflacije jednaka stopi rasta nominalne nov~ane mase.  
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RELATIONSHIP BETWEEN INFLATION  
AND UNEMPLOYMENT  
MACRO MODEL 
Summary 
In this paper we consider quantitative relation beetwen two micro-
economic categories: unemployment and inflation. Or, subject of research is 
macro-economic model which has two variables (unemployement and 
inflation). 
In economic literature relation between quoted variables known as Phillips 
s model. 
Therefore, base of quated quantitative relation is that model, with 
expandition.  
In the article we derived solutons of the noted models.  
Keywords: macro-economic model, inflation, unemployement, differential 
equation. 
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